Multidimensional Scaling

o Egalement apelé « positionnement
multidimensionnel », « analyse des
proximités »

e Objectif: a partir d’'un ou plusieurs tableaux
de distances ou de dissimilarités entre n
objets, reconstituer une image dans un
espace euclidien
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 Exemple: reconstituer une carte
connaissant le tableau des distances entre
n villes de France
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e Malis aussi:
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1. Le cas « classigue » d’'un
tableau de distances euclidiennes;
principal coordinate analysis

e AXiOomes:

d. >0

c.jgdik+dkj

, :((ei -ej)'M(ei -ej))i
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 Rappels d’ACP
— Tableau de données X

— Facteurs principaux Vu=Au nV=X'X
— Composantes principales c=Xu
1/n Wc=Ac
W=XX" matrice nxn des produits
scalaires

e Siontrouve W a partir de la matrice des
(carrés des) distances D, le probleme est
resolu
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La formule de Torgerson

On pose: d?=32df
d? —1Zd2
O N
N3

d..? n'est autre que deux fois l'inertie |

Wij = _%(di? _diz. _d-zi +d"2)
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e Démonstration
— Formule du triangle

dii =le ”2 + Hej HZ — 2W;

L5 =3l -2l |3 -l - Lo

: . 1 1
Si les axes sont centrés sur gcar — E Wij =<&,— E ej >
n= n=
J J
2 2
2 d 2 d
Jeil = df == et o] =di-=-
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e Matriciellement
— Opérateur de centrage

A:I—lll'
n

— Double centrage en lignes et en colonnes

W:—%ADA
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e Les coordonnées sur les axes principaux
sont donnes par les vecteurs propres de
W

e Les vecteurs propres doivent étre
normalisés comme suit

IS
n;ci—i

 Le nombre de valeurs propres non nulles
donne la dimension de I'espace

e Distance euclidienne si aucun A negatif
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2. La méthode de la constante
additive

e Sid n'est pas euclidienne. En ajoutant ¢ a
tous les carres de distance, on peut la

rendre euclidienne
é}f=d§+cz et 5, =0

W, =W, + W,
0 ¢ ¢ ¢
C2 O CZ CZ 2
W,=—1A A=—ZA(11'-1)A
2 ¢ ¢ 0 ¢ 2
¢ ¢t ¢ 0

puisque 11'=n(l-A)
c? c’
W, = ——A((n—l)l —nA)A =—A
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Les vecteurs propres de W, sont les
mémes que ceux de W car ils sont
centrés.

Leurs valeurs propres sont augmentées
de c?4/2

Il suffit alors de prendre ¢?/2= |A. |

Transforme directement une dissimilarité
(pas d’inégalité triangulaire) en une
distance euclidienne
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F.Cailliez a resolu en 1983 le probleme consistant
a ajouter la plus petite constante a la distance
d’origine :

cette constante est la plus grande valeur propre
de la matrice carrée suivante de taille 2n

(0 2w,
W,

W\/a est la matrice de Torgerson
ou les carres sont remplaceés par les distances.

Dans les deux cas, il ne faut pas que la constante
soit trop grande
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3. Le MDS semi metrique

 Rechercher une configuration de n points dans
un espace de dimension p fixée a I'avance, dont
les interdistances 6; solent proches des
dissimilarites d;

* La méthode de Kruskal de minimisation du
STRESS 2(5” B f(dij))2

TS 6

. f transformation monotone (on ne garde que
I'information portée par I'ordre des dissimilarités)
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 Algorithme:
— On part d‘une configuration euclidienne.

— On calcule les disparités f(d;)et le stress par
régression monotone

— On modifie la configuration a I'aide d’'une
methode de gradient en déplacant les points
pour diminuer le stress

— Etc.
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e Diagramme de Shepard
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Figure 4 : le diagramme de Shepard permettant de visualiser la relation entre distances et disparités.
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* Nécessite de connaitre p: solutions non
emboitéees

e Approximation en plus ou en moins alors
gu’'avec Torgerson approximation par en
dessous
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Possibilité de rajouter des variables

explicatives

Multidirmensiona Scaling of Beverages
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3. cas de q tableaux de distances

* Le modele INDSCAL (Individual Differences In
Scaling) r
(di'j‘) ;;mlk(xi'—x;)

— Configuration unique avec métriques diagonales
differentes

— Passage aux produits scalaires

:
k KAlRkl

wi => mab; +¢

=1

 Estimation alternée : on fixe m et a et on estime
b, puis a a m et b fixés, puis m a a et b fixes etc.
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 Modele IDIOSCAL (Individual Differences
In Orientation and Scaling)

— Métriques M, quelconque
— Solution analytique

W, = XM, X’
13 13

W= W, =X| =) M, [X'=XX'
N N

1 g
car on peut prendre =>» M, =1
Nia

— X s’obtient par une méthode classique de
Torgerson sur W
W, = XM, X'

M, = (X'X)" X'W, X(X'X)"
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